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obersten Schichtbereichen stammen, wie die geringe
Sattigungsdicke beweist, so gibt die Anzahl der
riickwiérts gestreuten Elektronen nur ein Mindest-
mal dafiir an, um wieviel die Anzahl der nach vorn
austretenden Elektronen durch Riickwértsstreuung
vermindert worden ist. Man kann abschatzen, daf}
die Riickwirtsstreuung die StoBelektronenhéufigkeit
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aus 1 cm Blei um etwa 50% und aus 1 cm Eisen um
etwa 15% reduziert. Bei Materialien mit kleinerer
Kernladungszahl wird der Einflul der Riickwirts-

streuung entsprechend geringer 21 22 23. 24,
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Ein Phosphormodell auf quantenmechanischer Grundlage

I. Elektronen- und Phononenreaktionskinetik

Von Hararp Stumpr

Aus dem Institut fiir theoretische und angewandte Physik der Technischen Hochschule Stuttgart
(Z. Naturforschg. 12 a, 153—167 [1957] ; eingegangen am 11. Dezember 1956)

Das optische Verhalten eines Phosphors wird, unter der Annahme, dafl zwei Sorten von Stor-
zentren im Kristall vorhanden sind, mit Hilfe der Scurépincer-Gleichung des Gesamtkristalls disku-
tiert. Es erweist sich als zweckm@Big, die Diskussion in drei Abschnitte zu unterteilen. Im vorliegen-
den ersten Abschnitt wird zunéchst die Beziehung der Quantenmechanik zur thermodynamischen
Statistik angegeben (§ 2, § 3) und die beim Kristallproblem in der adiabatischen Naherung auf-
tretenden Storglieder der Elektronen—Gitterwechselwirkung, sowie jene Storglieder, die von der
Kopplung an das elektromagnetische Feld herriihren, eingefiihrt (§ 1, § 3). Doch sind die so ent-
stehenden Reaktionsgleichungen, die iiber die zeitabhangigen makroskopisch beobachtbaren GroBen
Aufschlu8 geben, mathematisch schwer zu handhaben. Deshalb wird eine Zerlegung der Gesamt-
wellenfunktion des Kristalls nach Einteilchenfunktionen vorgenommen, in Stater-Determinanten
und Produkte von Gitteroszillatorenfunktionen (§ 4). Aus den zeitabhidngigen Amplituden der Ge-
samtwellenfunktionen lassen sich so Wahrscheinlichkeiten fiir die Besetzung von Einteilchenfunk-
tionen — Elektronenfunktionen und Gitteroszillatoren — angeben (§ 5). Aus ihnen werden die
mittleren Besetzungszahlen der Elektronenzustinde und die mittleren Quantenzahlen der Gitter-
oszillatoren abgeleitet (§ 5). Diese Zahlen charakterisieren den Kristallzustand anschaulich, und aus
den Grundgleichungen des § 3 lassen sich mit den Definitionen in § 5 Reaktionsgleichungen fiir die
Elektronenbesetzungszahlen und Gitterquantenzahlen herleiten (§ 6, § 7). Das gekoppelte System
dieser Zahlen gibt den allgemeinen Rahmen fiir zeitabhéngige Reaktionen in Kristallen. Als Spezial-
fall kann man — unter sehr einschneidenden Bedingungen — auch die gewohnlichen bimolekularen
Elektronengleichungen gewinnen. Die Verwendung der allgemeinen Gleichungen wird am Beispiel
des F-Zentrums demonstriert und die temperaturabhingige Verschiebung der F-Zentren-Emissions-
bande in das langwellige Gebiet abgeleitet (§ 8). Wegen der Vereinfachungen des kurzen Beispiels
sind nur qualitative Schliisse moglich. SchlieBlich wird an den Trigheitsgliedern der Elektron—
Gitterwechselwirkung ein Fall aufgezeigt, in welchem die Ubergangswahrscheinlichkeiten von den
Teilchenzahlen in den verschiedenen Zustdnden explizit abhingig sind (§ 9).

so dal} sich ein komplexes experimentelles Verhalten
einstellt.

Die Wechselwirkung elektromagnetischer
Strahlung und einem nichtleitenden Kristall ergibt

von

fiir diesen ein charakteristisches Absorptionsspek-
trum. Zugleich entsteht ein Emissionsspektrum. Ein
gewisser Teil der eingestrahlten Photonen verlaf3t
den Kristall wieder als Fluoreszenz- und Phospho-
reszenzstrahlung, wihrend die Energie der iibrigen
im Kiristall verbleibt. Jedoch sind die Reaktionen
von der Vorbehandlung des Kristalls und von Zu-
standsgroBen, wie z. B. der Temperatur, abhingig,

Die seit LEnarp beginnende systematische Unter-
suchung dieser Kristallphosphore zeigte, dal} die
Prozesse in ihnen meist lokalisierbar sind und sich
an Gitterstérungen abspielen miissen. Die Gitter-
storungen werden durch die Préparation des Phos-
phors hervorgerufen. Bei ihr wandern Fremdatome
in den Kristall ein bzw. entstehen Ionenliicken und
andere Fehlordnungen. Sie bilden als Aktivatoren,
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Sensibilisatoren und Loschzentren Storstellen, die
fiir die Absorption, die Emission und das Verblei-
ben der Photonen im Kristall verantwortlich und
charakteristisch sind. Neben den optischen Reaktio-
nen lassen sich gleichzeitig noch Beobachtungen iiber
lichtelektrische Leitung und andere Effekte anstellen.

Bis vor kurzem stand gegeniiber dem umfangrei-
chen experimentellen Material die exakte theoreti-
sche Deutung in den Anfangsstadien. Dies hat seinen
Grund in der theoretisch schwierigen Beschreibung
eines Kristalls. Mit der Quantentheorie kann man
die Vielfalt der Erscheinungen, soweit es sich um
Systeme von Elektronen, Atomkernen und Licht-
quanten handelt, im nichtrelativistischen Bereich ein-
heitlich formulieren; aber erst in letzter Zeit gelang
es, diese Formulierung in einer fiir die Phosphor-
theorie hinreichenden Weise auszuwerten. Das Mo-
dell eines Kristalls, in dem die Realstruktur und
die enge Kopplung zwischen Elektronen und Gitter-
bewegung beriicksichtigt wird, kann die Vorginge
im Kristallphosphor erkldren. Dies zeigen die Ar-
beiten von Huanc und Ruys ! und von Pekar ? iber
F-Zentren, von WiLLiams ? iiber eingelagerte Fremd-
atome in Ionenkristallen, von TEworpT* und von
Stumpr ® iiber strahlungslose Uberginge und von
Herrwis © iiber optische Ubergiéinge an Storstellen,
sowie eine zusammenfassende Arbeit von MEvEr7.

Aber die genannten Autoren beschrinken sich zu-
nichst hauptséchlich auf die Untersuchung der ener-
getischen Verhiltnisse und der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten, ohne auf die Dynamik der Phos-
phore, d.h. den zeitlichen Ablauf und die Uber-
lagerung der einzelnen Prozesse einzugehen. Es
wird sich zeigen, daf} diese z. Tl. iiber Nichtgleich-
gewichtszustinde des Gitters ablaufen und die Art
der Nichtgleichgewichtszustinde die Prozesse selbst
beeinflulit. Ziel einer atomistischen Phosphortheorie
ist daher die Ableitung von zeitabhingigen statisti-
schen Reaktionsgleichungen aus den quantenmecha-
nischen Grundgleichungen und die Interpretation
des Verhaltens eines Phosphors durch Integration
dieser Reaktionsgleichungen.

Die einer solchen Auswertung entgegenstehenden
Schwierigkeiten sind komplexer Natur und liegen
zum Teil bereits an der Formulierung der quanten-

1 K. Huaxc u. A. Rays, Proc. Roy. Soc.. Lond. A 204, 406
[1950].

2 S.1. Pekar, Untersuchungen iiber die Elektronentheorie
der Kristalle, Akademie-Verlag, Berlin 1954.

3 F.C.Wirians. J.Chem.Phys.19.457[1951] ; 57.44[1953].

4 L. Teworpot, Z. Phys. 137, 604 [1954].
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mechanischen Grundgleichung, der Methode der
Elektron — Gitterkopplung, der Eigenschwingungs-
darstellung usw. In der vorliegenden Arbeit wird
der Versuch unternommen, ein einfach zu hand-
habendes Phosphormodell anzugeben, dessen theo-
retische Behandlung durch die quantenmechanische
Formulierung der Reaktionsgleichungen in der Be-
setzungszahlendarstellung der Elektronen- und Pho-
nonengesamtheit, der Stérschwingungsrechnung, der
Storelektron — Gitterkopplung und der Gitterenergie-
dissipationsberechnung ermoglicht wird. Mit Hilfe
dieser Untersuchungen kann aus der quantenmecha-
nischen Grundkonzeption ein System von Reaktions-
gleichungen fiir einen Phosphor aufgestellt werden,
das ohne bedeutenden Rechenaufwand zahlenmaBig
erfallt werden kann.

Entsprechend dem Stande der Theorie benutzen
wir nur einen sehr einfachen Phosphor und zeigen
an ihm die grundsitzlichen Aspekte von der Atomi-
stik bis zur Ableitung der Beobachtungsgroflen auf.
An einzelnen Stellen werden dabei starke Verein-
fachungen vorgenommen, jedoch sind diese so be-
schaffen, dafl genauere Rechnungen an ihrer Stelle
substituiert werden konnen und das Prinzip der be-
griindeten und auf andere Fille iibertragharen Re-
duktion des Gesamtproblems nicht verletzt wird. Die
Veroffentlichung besteht aus mehreren Teilen, die
sich mit den Reaktionsgleichungen, der Berechnung
der Ubergangswahrscheinlichkeiten und dem Modell

selbst befassen.

§ 1. Uberginge zwischen stationdiren Zusténden
der adiabatischen Naherung

Zur Beschreibung des Phosphors verwenden wir
die ScuropINGER-Gleichung des Gesamtkristalls in
einem Kristallvolumen 7. Ohne Wechselwirkung mit
der Umgebung befindet sich der Kristall in einem
bestimmten energetischen Zustand, und die Glei-
chung lautet

2 N 42 2 N 2
B UL S < 7 e% AR L
2m = 0x; 2M,

=1 9%
_E¥, (1)

5 H. Stumer, Z. Naturforschg. 10 a, 971 [1955].

6 G.Herimis, Ann. Phys., Lpz. 17, 356 [1956].

7 H.J.G.Meyer, Halbleiterprobleme Bd.III, Verlag Vieweg,
Braunschweig 1956, S. 230. In diesem Artikel findet sich
auch ein vollstindiges Literaturverzeichnis neuerer Arbei-
ten zu den in der Einleitung erwihnten Problemkreisen.
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wobei z; die einfach durchindizierten Elektronen-
koordinaten und die X}, die einfach durchindizierten
Kernkoordinaten darstellen. In der adiabatischen
Naherung mit dem Ansatz

?[/nlzz=w7z(xi Xk) (P:, (Xh) (2)

spaltet die Gleichung in zwei Gleichungen fir das
Elektronensystem und das Kernsystem auf. Jedoch
fithrt die Aufteilung (2) auf keine strenge Losung
von (1). Vielmehr bleiben Glieder der Art

2 N

2 2 N 2
T L - Om ), LB,
M, & 8x, "ax, oM, " 0x2

(3)

zuriick, die eine Mischung der Produktfunktionen
(2) bewirken. Denkt man sich den Kristall anfang-
lich in einen Zustand ¥,,, versetzt und beriicksich-
tigt die Storung des Zustandes durch die Elektronen-
tragheitsglieder (3), so wird dieser Zustand einer
Veranderung unterworfen. In diesem Sinne konnen
die stationdren Zustande der adiabatischen Nihe-
rung sich durch nur dem Kristall selbst zugehorige
Wechselwirkungen ineinander verwandeln. Zugleich
unterliegt diese Verwandlung aber einer zusétzlichen
Einschrankung, die bei @uleren Stérungen nicht auf-
tritt: Da es sich um innere Wechselwirkungen des
Kristalls handelt, bleibt die Energie des Gesamt-
systems, d. h. der beiden adiabatischen Teilsysteme
und der zusatzlichen nichtadiabatischen Wechselwir-
kungsenergie, erhalten. Es kann also nur ein Energie-
und Impulsaustausch zwischen den Teilsystemen
stattfinden, der diesen Erhaltungssatz nicht verletzt.

Wird der Kristall mit Licht bestrahlt, so tritt das
Gesamtsystem in Wechselwirkung mit dem elektro-
magnetischen Feld, und zu den durch innere Wechsel-
wirkungen bedingten Verdnderungen tritt die durch
das dullere Feld hervorgerufene Absorption oder
Emission von Photonen. In der einfachsten Weise
wird die Kopplung mit dem Strahlungsfeld theore-
tisch durch die Einfiihrung eines Wechselwirkungs-
gliedes Hg;,, in die ScHrODINGER-Gleichung des Ge-
samtkristalls bewirkt. Wir gehen nicht weiter darauf
ein, sondern verweisen auf § 3.

§ 2. Statistische Gesamtheiten

Die mikrophysikalische Begriindung von Experi-
menten, die bei der Untersuchung der makroskopi-
schen Materie beobachtet werden, weist Methoden
auf, die iiber die Mikrophysik selbst hinausgehen.
Wihrend die rein mikrophysikalischen Untersuchun-
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gen sich nur mit Experimenten befassen, in denen
wenige Teilchen miteinander in Wechselwirkung
treten und theoretisch sinnvoll durch die statistisch
gedeutete Quantentheorie allein beschrieben werden
konnen, stellt sich im Bereich der makroskopischen
Materie die Aufgabe, die Vielzahl der Wirkungen
mikroskopischer statistischer Prozesse in ihrer Ge-
samtwirkung zu betrachten. In der Vorstellung des
Aufbaues der kompakten Materie aus gewissen
quantenmechanischen Teilchenkomplexen bedeutet
dies die Zusammenfassung jener quantentheoretisch
beschriebenen Komplexe zu einer neuen statistischen
Gesamtheit. Es wird auf diese Weise eine Thermo-
dynamik statistischer Grundeinheiten moglich und
notwendig. Dabei entsteht die Frage, welche mikro-
physikalischen statistischen Komplexe zum Objekt
der thermodynamischen Statistik gemacht werden
sollen, um den tatsachlichen Gegebenheiten gerecht
zu werden. In der vorliegenden Arbeit treffen wir
die Entscheidung: Grundelemente, iiber die die
thermodynamischen statistischen Prozesse ablaufen,
sind die Zustinde in einem gewissen Grundvolu-
men V des Gesamtkristalls. Uber die GroBe von V/
werden wir im folgenden noch eine vom Standpunkt
der Statistik sinnvolle Vereinbarung treffen. Da in
der Mikrophysik die direkte Beobachtung stationérer
Zustiande nicht moglich ist, weil jedes Experiment
in einer Wechselwirkung mit dem mikroskopischen
Objekt besteht und bei diesem Ubergiinge zwischen
stationdren Zustanden hervorruft, so entsteht die
makroskopische Beobachtung aus einer Zusammen-
fassung der Wirkungen dieser Uberginge, im Fall
eines Kristalls also der Ubergéinge zwischen den
stationdren Zustdnden des Gesamtsystems der Elek-
tronen und Kerne.

Derartige thermodynamisch statistische Beschrei-
bungen von atomistischen Ubergiingen sind in der
phénomenologischen Phosphortheorie wohlbekannt:
Die Reaktionsgleichungen fiir Ubergiinge zwischen
Einteilchenzustdnden. Mit ihnen werden unter hypo-
thetischer Annahme der Gestalt der Reaktionsglei-
chungen und der GroBe der Ubergangswahrschein-
lichkeiten die Phosphorreaktionen diskutiert. Wie
in der Einleitung bereits erwdhnt wurde, ist das
Ziel einer atomistischen Phosphortheorie, die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten und die Gestalt der Re-
aktionsgleichungen streng abzuleiten und auf eine
Form zu bringen, die einerseits einfach zu hand-
haben ist und andererseits den Anschlu} an die
phénomenologische Theorie zum Vergleich ermog-
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licht. Wie sich noch zeigen wird, ist das dabei ent-
stehende Ergebnis den empirisch verwendeten Glei-
chungen dhnlich, aber nicht dquivalent.

Um die Reaktionsgleichungen abzuleiten, begin-
nen wir mit der Gesamtwellenfunktionsdarstellung
nach § 1.

Dort wird wegen der Stérungen die an einen An-
fangszustand (2) anschlieBende Wellenfunktion eine
Linearkombination aus stationdren Zustinden der
adiabatischen Ndherung mit zeitabhingigen Koeffi-
zienten

YI: ZCnm(l) Y’nm(xi XL) . (4)

Fir eine thermodynamische statistische Gesamt-
einheit von M d&quivalenten quantenmechanischen
Grundsystemen unter gleichen Versuchsbedingungen
ist dann

M ()* o)

Pmn(t) - Z 7,”3[ = (5)

j=1
die mittlere Besetzungswahrscheinlichkeit der Sy-
steme fiir den Zustand ¥,,,, wenn der Index j das
j-te System kennzeichnet. Mit Hilfe der Methode der
unbestimmten Phasen 8 18t sich streng aus der quan-
tenmechanisch bekannten Verdnderung der cY (1)
jene der P,,,(t) bestimmen. Es gilt fiir sie nach einer
Phasenmittlung

an(t) = S an,lp Plp(o) ’ (6)

ip

also eine zeitabhangige lineare Abbildung des ur-
spriinglichen Wahrscheinlichkeitsvektors in jenen
zur Zeit ¢. Jedoch kann wegen der Anwendung der
Storungsrechnung zur Bestimmung der Y (1) die
Abbildung (6) nur fir sehr kurze Zeiten verwendet
werden, und es ist daher notwendig, noch eine dqui-
valente differentielle Formulierung der Verdnderung
der P,, () zu finden, die dann zu tber beliebig
lange Zeiten geltenden Differentialgleichungen fiihrt,
was sich zudem noch aus rechnerischen Griinden
als giinstiger erweist. Dies filhren wir im néchsten
Paragraphen aus.

§ 3. Differentielle Ubergangswahrscheinlichkeiten

Die vorangehenden Uberlegungen bieten die Mog-
lichkeit, das zeitabhdngige Verhalten eines Kristall-
phosphors zu studieren. Jedoch sind die Reaktions-

8 R. Becker, Theorie der Warme, Springer 1955, Kap. III.
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gleichungen zunichst lineare Abbildungen der Wahr-
scheinlichkeitsvektoren und wir hatten in § 2 die
Griinde erlautert, die zu einer differentiellen Be-
schreibung des Reaktionsverhaltens zwingen. Wie
man sich durch Betrachtung der Ubergangswahr-
scheinlichkeiten leicht iiberzeugt, sind die Differen-
tialgleichungen aber nicht direkt aus der integralen
Darstellung ableitbar. Dies folgt aus der Nicht-
abbildbarkeit der quantenmechanischen statistischen
Gleichungen auf die Differentialgleichungen vom
Typus der Kormocororrschen Gleichungen ?, welche
die klassische statistische Mechanik beherrschen. Der
Ubergang 148t sich nur vollziehen, wenn man aus der
quantenhaften statistischen Mechanik, deren Uber-
gangswahrscheinlichkeiten von der ScHRODINGER-
Gleichung bestimmt werden, die spezifisch quanten-
haften Ziige eliminiert. Das geschieht durch Mittel-
wertsbildung iiber konjugiert kanonische Gréfen,
welche in diesem Fall durch die Energie und die
Zeit gebildet werden. Und wie in der Ortsstatistik
durch Mittelwertsbildung die Newroxschen Bewe-
gungsgleichungen entstehen, so entstehen durch Ver-
nachldssigung der Unschirfe aus der quantenmecha-
nischen ensemble-Statistik die klassisch thermodyna-
mischen statistischen ensemble-Gleichungen !°

Pum® _ 2 Wi [Poo(®) —Pan(®].  (7)
P

Die Ableitung ist bekannt und ergibt fiir optische
Uberginge die spontane Ubergangswahrscheinlich-
keit

1673 42

N

(Diff) St ) ® 2

W nn;, I]p = g 2 >__‘ (xi)nl (xz)nl fmp s (8)
3he =1

‘wobei f;‘;w das Quadrat des Franck—Conpon-Integrals

nullter Ordnung ist und n bzw. [ die Elektronen-
funktionsindizes, m, p die Kernwellenfunktions-
indizes sind.

Fiir die inneren Wechselwirkungen des Kristalls
erhélt man mit der gleichen Ableitung

(Di 2
Wn[l)nfflwp = IHnm, Ip I2 Q(E) - th ) (9)

wenn H,,, ;, das zur Stérung (3) gehorige Matrix-
element darstellt und o(FE) die Dichte der Energie-
niveaus.

Diese Dichte kann auch fiir den Fall der Fast-
entartung noch sinnvoll definiert werden, wie sich
spater zeigen wird.

9 F.Bore, Z. Naturforschg. 9a. 579 [1954].
10 sieche Anm. 8.
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Damit ist eine differentielle Formulierung ange-
geben, welche fiir beliebig lange Zeiten gilt. Im fol-
genden werden wir sie auf eine physikalisch an-
schauliche Form bringen.

§ 4. Zustandsbeschreibung mit Einteilchen-

wellenfunktionen

Die Paragraphen 1 —3 bilden ein geschlossenes
Ganzes. In ihnen wird der Ubergang von der quan-
tenmechanischen Statistik zur thermodynamischen
ensemble-Statistik der Besetzungswahrscheinlichkei-
ten vollzogen. Jedoch geniigt diese Ableitung fiir
unsere Zwecke nicht. Die Gesamtwellenfunktions-
darstellung ist mathematisch schwer zu handhaben,
physikalisch uniibersichtlich und geniigt zudem un-
serer Forderung nach einem Anschlufl der Rechnun-
gen an die phanomenologische Theorie nicht. An
Stelle der Beschreibung des Kristallzustandes durch
die zeitliche Verdnderung der Amplituden der Ge-
samtwellenfunktionen verwenden wir nunmehr eine
solche, bei der Uberginge zwischen Besetzungszah-
len von Einteilchenzustdnden auftreten. Die unan-
schauliche statistische Darstellung des Gesamtzustan-
des wird also aufgelost in die anschaulichere Sta-
tistik der Besetzung von Einteilchenzustinden. Die
Methode lafit sich streng rechtfertigen. Wir leiten
hier die Besetzungszahlendarstellung ab und begin-
nen dabei zunéchst mit reinen Elektronenfunktionen.
Nach § 1 148t sich der Zustand des Phosphors durch
eine Gesamtwellenfunktion ¥, kennzeichnen. Unter
Vernachlassigung der CouLomsschen Wechselwirkung
der Elektronen in direkter Korrelation beschreiben
wir den elektronischen Grundzustand des Kristalls
und seine Anregungszustinde durch jeweils eine
SraTer-Determinante:

Ya (2 Xi) = Sulwu(x, Xz) ] . (10)
Die Elektronenfunktionen der S-Determinanten las-
sen sich aus der Elektronengleichung der adiabati-
schen Ndherung durch die Anwendung eines Varia-
tionsprinzips ableiten. Die Variation liefert einen
Satz von Gleichungen: die Hartree—Fock-Gleichun-
gen, oder, wenn eine Linearkombination von S-De-
terminanten verwendet wird, ein kompliziertes al-
gebraisch differentielles Gleichungssystem. Da die
Gesamtelektronengleichung von den Kernkoordina-
ten abhéngig ist, so miissen auch die Potentiale der
durch Variation entstehenden Gleichungen davon
abhingig sein und ebenso die daraus berechneten
Einelektronenfunktionen.
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Wir nehmen an, dal die den Gesamtzustinden
zugeordneten Variationsgleichungen anndhernd glei-
che Einelektronenfunktionen fiir einander entspre-
chende Einelektronenzustinde liefern und daB des-
halb die verschiedenen Determinanten als Kombina-
tionen von /N Elementen aus einer und derselben
Zahl von K Einelektronenfunktionen

wi(e, Xy... Xy) oo yg (2, Xy .. Xy)

gebildet werden konnen.

Berechnet man nun mit einer bestimmten S-Deter-
minante den Energieausdruck, so wird dieser von
der Wahl der Determinante abhéngen und eine Kern-
wellenfunktion ¢, bedingen. Hier kennzeichnet m
den Gitterzustand. In der Darstellung durch Eigen-
schwingungen zerfillt ¢, in ein Produkt von Eigen-
funktionen der einzelnen Oszillatoren

@m = P11, (Xp) - .. Py (Xi) - (12)

Man ersieht, da8 zur eindeutigen Charakterisierung
die Indizes der Einoszillatorenfunktionen verwendet
werden miissen; und zwar ein Index f als Kenn-
zahl der Eigenschwingung, der zweite Index Iz als
Kennzeichen des Anregungszustandes dieser Eigen-
schwingung und der dritte n als Kennzeichen der
Abhéngigkeit vom Elektronenzustand.
Die gesamte Wellenfunktion lautet bis jetzt

Sn () P, - - - Py - (13)

Bei einer Storung finden Uberginge zwischen diesen
Funktionen statt. Will man diese Ubergiinge in an-
derer Weise als in § 3 beschreiben und insbeson-
dere eine Reduktion auf Einteilchenwahrscheinlich-
keiten durchfithren, so miissen die zugehorigen
Amplituden C,,, umindiziert werden.

Wir bezeichnen zunéchst die Kristallzustande durch
die Indizes

(11)

n n
nl...nK,ll...lA\-,

wobel n. die Besetzungszahl der Elektronenfunktion
we und n eine abkiirzende Zusammenfassung fiir
samtliche na bedeutet. Iz ist die Zahl der Quanten,
welche der Oszillator § im Elektronenzustand n auf-
weist.

Nun ist aber die Abhingigkeit der Gitterschwin-
gungen von Verdnderungen in den Elektronenzu-
standen so lange gering, als fiir die Elektronen nur
Zustinde des reinen Banderspektrums in Betracht ge-
zogen werden. Denn sie alle verteilen die Elektronen-
ladung gleichmaBig iiber den ganzen Gitterbereich
und tragen ndherungsweise gleichartig zum Schwin-
gungspotential bei. Erst lokalisierte Quantenzustidnde
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an Storstellen bedingen eine einschneidend andere
Ladungsverteilung der Elektronen und damit auch
verdnderte Kernschwingungsbedingungen in der Um-
gebung dieser Storstelle. Verschiedenartige Quanten-
zustdnde bei derselben Storstelle erméglichen vielleicht
fast dieselben Gitterschwingungen, dagegen liefert jede
neue Storstelle auch neue Oszillatorentypen. Die ver-
schiedensten Elektronenzustande konnen also von
gleichartigem EinfluB auf die Gitterschwingungen
sein, eine ganze Gruppe von ihnen liefert jeweils die
gleichen Oszillatoren. In der Kennzeichnung der Os-
zillatorenfunktionen ist es daher ndherungsweise blof}
notwendig, die Gruppe * g von Elektronenzustinden
anzugeben, zu welcher die Elektronenbesetzungen
n{...n% gehoren. n{...n% durchlaufen dabei simt-
liche Besetzungszahlenkombinationen, d. h. also
samtliche S-Determinanten, die auf dieselben Oszil-
latorenfunktionen fithren. In diesem Sinne setzen
wir an Stelle des Index n bei den Oszillatorenfunk-
tionen kiinftig nur noch den Gruppenindex g und
gelangen so zu den zeitabhingigen Koeffizienten

Cn ...onfes 1. 1%- (14)

Diese Umdeutung erfordert jedoch noch eine Bemer-
kung. Im folgenden werden Summen der Art Z

g,nf...n%
eingefiihrt, die iber alle Moglichkeiten der Elek-
tronenbesetzung hinweg erstreckt werden. Von ihnen
streng zu unterscheiden sind die Summen Z "

nd ...n%
welche sich nur iber diejenigen Kombinationen
der Besetzungszahlen n{ ...n% erstrecken, die zur
Gruppe g gehoren. Offenbar ist

g = X
g nf...n%

g.nf...nk
Es ist zweckmiBig, auf diese Unterscheidung spiter
zu achten.
Wie in § 2 wird nun wiederum

(15)

*
Py ont 0. =0, 10...-Cul. . 1g... (16)

die Wahrscheinlichkeit des durch nf...nf, f...1%
charakterisierten Zustands.
Wegen der Normierung gilt fiir alle

S Py ...
g 0] o ol o

wobei, entsprechend unserer Vereinbarung, die Sum-

mation auch iiber alle Zustandsgruppen g erstreckt

wird.

* Anm. d. Redaktion: Aus satztechnischen Griinden mufiten
im folgenden fiir ein und dieselbe Grifle zweierlei Typen
verwandt werden: g und ¢.

9. =1, (17)

H. STUMPF

Die P,7 5 .. gestatten aber nun nicht nur eine
Aussage tber die Wahrscheinlichkeit, mit welcher
die einzelnen Gesamtwellenfunktionen vorkommen,
sondern es ist auch moglich, mit ihrer Hilfe einen
Schluf} auf die Wahrscheinlichkeit des Vorkommens
einer Einelektronen-Funktion oder einer einzelnen
Oszillatorfunktion zu ziehen. Das zeigen wir im
nachsten Paragraphen.

§ 5. Gewichtete mittlere Besetzungszahlen

Mit den in (16) definierten Wahrscheinlichkeiten
konnen die Reaktionsgleichungen (7) in die Teil-
chendarstellung transformiert werden. Jedoch ist
diese Teilchendarstellung nicht mit jener der phéano-
menologischen Theorie dquivalent. Dort werden nur
Elektronenbesetzungen allein betrachtet. Hier da-
gegen sind die Elektronenzustinde mit den Gitter-
zustdanden verkniipft. Aus dieser Verkniipfung folgt,
daf} die Reaktionsgleichungen nur in den Besetzungs-
zahlen der Gruppen abgeleitet werden kénnen, wie
sich in den §§ 6 und 7 zeigen wird.

Wir geben nun die fiir die Ableitung notwendigen
Definitionen der Gruppenvariablen. Aus ihnen kann
man leicht ablesen, daB eine Aquivalenz mit der
phénomenologischen Theorie im sehr speziellen Fall
des Verzichts auf die Gruppeneinteilung und die
Elekronen — Gitterkopplung erreicht wird.

Aus (16) und der zugehorigen Definition fiir die
Indizes kann auf die Wahrscheinlichkeit der Be-
setzung eines Einelektronenzustandes in folgender
Weise geschlossen werden: Wir greifen alle jene
Py .., 8=1,2,... heraus, fiir welche n} =1
ist, d. h. jene, bei denen 1, besetzt ist. Will man
die Wahrscheinlichkeit wissen, mit der v, eingenom-
men wird, unabhingig von den anderen Besetzungs-
zahlen, so hat man nur iber sidmtliche mogliche

P, .. der genannten Auswahl nf =1 zu sum-
mieren,
nﬁ =1
ginde.oloue

ist diese Besetzungswahrscheinlichkeit der Einelek-
tronenfunktion 1., unabhidngig davon, was die
tibrigen Elektronen und die Gitterschallquanten tun.

Man ersieht daraus, dal die Summe L, iiber alle
Koeffizienten fiir die nj, =0 ist, zusammen mit P,
wegen (17) gleich 1 sein muf}

P/1+Lu:1. ‘19)
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Dies ist die bekannte Elektron — Loch-Beziehung der
Fermi-Statistik. Jedoch reichen die Wahrscheinlich-
keiten (18) und (19) fiir unsere Zwecke nicht aus;
wir miissen noch die Besetzungswahrscheinlichkeiten
im Rahmen einer Gruppe g ermitteln. Diese sind

durch

P = Z Puy...H... (20)

definiert, wobei wiederum nf =1 festgehalten, im
Gegensatz zu (18) aber nicht iiber g summiert wird.
Analog wird LY, definiert. Mit der Gesamtwahrschein-
lichkeit der Gruppe g

)

7 7
L

Pny.. ... (21)

ergibt sich die mittlere Besetzungszahl des u-ten
Elektronenzustands innerhalb der Gruppe g zu

w =L (Pl-1+L5-0).

(22)
P?

Hiervon verschieden ist im allgemeinen die mittlere
Besetzungszahl iiber alle Gruppen

Ny = Z P},
7
ohne Nenner, weil nach (17) S P7=1 ist.
g

Da PY die Wahrscheinlichkeit ist, mit der der g-te
Zustand insgesamt angenommen wird, so erhalt man
durch Multiplikation von (22) mit PY die mit der
Gruppenwahrscheinlichkeit gewichtete mittlere Be-
setzungszahl

Pol=Plnl,  (nl=1), (23)
welche wir gleich 79 setzen.

Mit dieser Relation definieren wir die gewichteten
mittleren Besetzungszahlen 7. Fiir den Fall, daf
die g-te Zustandsgruppe mit Sicherheit vorliegt, also
P9=1 ist, gehen die ¢, in die 77 iiber.

Ebenso fiir den Fall, daB es nur einen Satz von
Oszillatoren iiberhaupt gibt. Denn dann fillt die
Summation iber g weg, und die Summation iiber
ny...ng liefert sdmtliche denkbaren Elektronen-
zustdande. Dann gilt aber die Relation

(25)

und daraus folgt 7. =72, .
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Fir die dazwischenliegenden Fille kann man die
oben erwihnte mittlere Besetzungszahl
= 2,
g

(26)

durch Summation tiber g wiederreichen.
Analoges gilt fiir die Oszillatorenquantenzahlen.
Die Wahrscheinlichkeit, dal der »-te Oszillator im

g-ten Zustand 1% Quanten besitzt, ist

19, = const
Pg= > Pa..d.., (27)
nfs.ailfves

wobei die Summation iiber simtliche Kombinationen
der % zu erstrecken ist, welche den x-ten Oszillator
genau mit /% Quanten enthalten.

Die Funktion

(28)

hat die Eigenschaften einer Verteilungsfunktion fiir
die statistischen Variablen /] ...I% . Daher ist

X Puy...y..l

of ool e ' (29)

W _

y

die mittlere Quantenzahl der Gitteroszillatoren in der
Zustandsgruppe g, unabhingig davon, mit welcher
Wahrscheinlichkeit die zugehoérige Gruppe einge-
nommen wird. Im Gegensatz zur Fermr-Statistik der
Elektronen wird hier iiber 1% =1,2,... summiert,
da die Schallquanten der Bose-Statistik unterworfen
sind.

Multipliziert man mit P9 nach links, so entsteht die
iiber den Elektronenzustand - gewichtete mittlere
Quantenzahl

Pl= D UPu..qy.. (30)
ool
oder mit (27) und (30)
PU=21UPs =1, (31)
lﬂ

Mit dieser Relation definieren wir die gewichteten
mittleren Quantenzahlen 2, .

Wird der g-te Quantenzustand mit Sicherheit ein-
genommen, dann gehen die 27 in die [ iiber.
Ebenso folgt wegen (25), wenn es nur einen Satz
von Oszillatoren iiberhaupt gibt, daB 2% =1/, sein
muB.
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Dagegen definieren wir als mittlere Quantenzahl des in der umindizierten Schreibweise darzustellen und
»-ten Oszillators in den Elektronenzustinden aller aus ihnen die physikalisch anschauliche Statistik der

Gruppen den Ausdruck Elektronenbesetzungszahlen und der mittleren Quan-
L= N - pp. tenzahlen der einzelnen Oszillatoren herzuleiten.
= gzzl_“ ’ (32) Im folgenden setzen wir an Stelle der Ubergangs-
Die mittlere Energie des »-ten Oszillators wird walisdsihehear
N\ po (9 1 g W(](,Diif(f))z‘{ v, L 08) (bl a2k TR (34)
B.,=) P (l,‘-l—?)hv,,. (33) '
" ' die Funktion
Weitergehende Aussagen lassen sich fir den allge- W n (n‘{ Y BT B . ‘)’ (35)

meinen Fall nicht angeben.
welche nur an den diskreten Stellen der Werte-tupel
§ 6. Elektronen-Reaktionsgleichungen nd ... 09... n" .. .1% ... definiert ist und dort mit
(34) iibereinstimmt. Diese Schreibweise ist fur die
Nach den Vorbereitungen der §§ 4 und 5 konnen  weiteren Operationen notwendig.

wir dazu tbergehen, die Reaktionsgleichungen (7) Die Reaktionsgleichungen lauten dann
o= S Waalhe oo ) P~ Pat ) 30
’ R

Nun wenden wir auf diese Gleichungen die Summation (18) an. Es wird summiert iiber alle jene
Kombinationen nf...l{..., fiir die n),=1 ist. Das werde durch den Index n,=1 am Summenzeichen
angedeutet.

Die Gleichungen gehen dabei iiber in

nd =1
d # g q h h
mPf,= Z Wg,h(n1-~-l1~-~§n1~-l1~--)'[Pnﬁ'...l'l'...—Pn‘{...l?-..]- (37)
honlt. . 1
nf...

Multiplizieren wir diese Gleichungen mit nj’, und summieren iiber die beiden Werte nﬁ:O,l, so ent-
steht links in der Klammer nach (24) 7, ; und rechts fillt am Summenzeichen der Index nj, =1 fort, da
jetzt iiber sdmtliche moglichen Kombinationen summiert wird. Es wird also

(% w= D Wg,h(n‘{--.l"{---;n’{---l'f.--) [(Pur.. tp...—Pug... 5.1 (38)

Beachtet man, daf} die Summe

Zni’,Wg,h(n‘{...lﬁ’...;n'{...l’f...) (39)
bei Summation iiber n} ...I% ... und festgehaltenem 2] ...l nur eine Funktion dieser GroBen allein
wird

D nfth,h(ng...l{...;n’l'...l{’...):Wg?h,An!{...l{...) (40)

1 .

und daB analog fiir eine Summation iiber n} ...1] ... bei festgehaltenem n} ...I} gilt

o i Wen(nd. kB =W () (41)

nf ol ons
so wird aus (38) die Gleichung

dor > wh(e B )P . — Y Wena(nl. B )P (42)

dt h,nf...l','... (O



PHOSPHORMODELL AUF QUANTENMECHANISCHER GRUNDLAGE 161

oder

: :E{W[j,l;l,h(n’{l}; 2

. V= Wil B ). (43)

Wegen der Auswahlregeln reduzieren sich die Summen in (40) und (41) mit zunéchst abzdhlbar un-
endlich viel Gliedern auf endliche Summen, so daBl ihre Existenz und Endlichkeit gesichert ist und die
Gln. (43) tatsdchlich angeschrieben werden konnen. (43) sind die Elektronen-Reaktionsgleichungen. Mit
ihnen konnten die zeitlichen Veranderungen der Y/Z berechnet werden, wenn die rechten Seiten der Glei-
chungen bekannt wiren. Dies sind sie jedoch nicht, da fiir sie die P,g...1¢...(f) vorausgesetzt sind, welche
wir gerade nicht berechnen wollen. Es 14t sich aber eine Umformung durchfiihren, die (43) direkt in
ein Gleichungssystem fiir 7, und !, verwandelt. Dazu muf8 dann noch das Gleichungssystem fiir die mit
den Elektroneniibergiingen gekoppelten Schallquantenprozesse abgeleitet werden. Nur dann ist das Glei-

chungssystem und die Beschreibung des Kristalls vollstindig. Wir fithren dies im néchsten Paragraphen
aus.

§ 7. Die Quantenzahlen-Darstellung fiir Gitteroszillatoren

Um diese Darstellung zu gewinnen, wenden wir auf die Reaktionsgleichungen (36) die Summation (27)
an. Dabei entsteht folgendes Gleichungssystem

L

wPe= X

d¢
honl.. 00

g .9
N, PO

Won(nd .0 ..smi.. 0 ..) [Pad. it —Pat. .., (44)

wobei wir mit dem oberen Index !4 am Summenzeichen andeuten, daB Y festgehalten wird. Multi-

plikation von (44) mit /% und Summation iiber 1% =1, 2,... liefert
d
a (ZBPg)= X EWea(ed Boal B) [Pt = Pt ] (45)
honi.. 17, ..
n,;...l'l{...
Analog zu (40) und (41) definieren wir hier die Funktionen
) > EWen(n.. B ek B ) =W (nd. ) (46)
[
und
D U Wen(nd . W wh B )= W (nd ). (47)
(1 A J.
Mit diesen Funktionen geht dann (45) unter Beriicksichtigung von (31) iber in
d - DY 2
L= W) - W )] (48)
)
Die Gln. (43) und (48) bilden zusammen ein ge- L_(Z‘fil‘f ) =L(7ﬂ L ) (49)

koppeltes System zur Berechnung der 7% und 7 .

Jedoch ist das System mathematisch noch nicht aus-
wertbar, da rechts die gewichteten Mittelwerte tiber
Funktionen der n), und 1% auftreten. Sofern jene
Funktionen nur linear in je einer Variablenart sind,
1aBt sich der Mittelwert der Funktion als Funktion
der Mittelwerte darstellen.

Ersetzt man aber ganz allgemein den Mittelwert
einer Funktion durch die Funktion der Mittelwerte,
so konnen grobe Fehler vorkommen, wie das Bei-
spiel einer Gaussschen Verteilung beweist, welche
um den Nullpunkt der statistischen Variablen &
lokalisiert ist. Hat namlich & einen Wertebereich,
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welcher auch die negative Halbachse einschlief3t, so
wird (£)2=0, dagegen &2 =const, und kann belie-
bige Werte annehmen. Derartige grobe Widerspriiche
treten jedoch bei statistischen Variablen, welche nur
auf einer Halbachse definiert sind, nicht auf. In die-
sem Fall kann man als erste Naherung den Mittel-

d
ar "

d

dt ™= &l
h

~h

E=1;255x5§

Dieses System kann mathematisch behandelt werden
und stellt eine bedeutende Reduktion des urspriing-
lichen Systems (7) mit unendlich vielen Gleichungen
dar. Fiir den speziellen Fall lassen sich weitere Ver-
einfachungen vornehmen. Insbesondere erhilt man
fiir eine einzige Zustandsgruppe g =1 eine Darstel-
lung, welche im ganzen nur noch K+ NV Gleichungen
aufweist. Abgesehen von den maglichen weiteren
Reduktionen am speziellen Modell stellt das System
(50) die allgemeine Reaktionsbeschreibung in Be-
setzungs- und Quantenzahlen eines atomistischen
ensembles dar. Man sieht an ihm leicht ein, daf} sich
die bekannten phdnomenologischen Phosphorglei-
chungen als ein duBerst spezieller Fall ableiten las-
sen, von dem man nicht erwarten kann, dal} er die
Vielfalt aller Erfahrungen mathematisch umfafit.
Wir gehen spiter noch naher darauf ein, behandeln
im nichsten Paragraphen aber zuerst das Beispiel
einer optischen Reaktion, um die Methode zu de-
monstrieren.

§ 8. Optische Ubergiinge in der
i, 7 -Darstellung

Um die Anwendung der Gln. (50) an einem ein-
fachen Beispiel zu demonstrieren, wihlen wir ein
sehr idealisiertes Modell eines F-Zentrums. Die opti-
schen Reaktionen des F-Zentrums werden dabei auf
Anregungen des Storstellenelektrons vom Grund-
zustand in den nichst hoheren Zustand, der sich
noch unterhalb des Leitungsbandes befindet, be-
schrinkt und konnen unter Beriicksichtigung des
Franck—Conpon-Prinzips durch Ubergiinge in der

11 gjehe S.I. Pexar 2, S. 12 —14.

(] N1 h h
,,:_kuy,;,‘,,(m...).l..
h

Yy R § 1 h
A :\ W‘,/y},,,((ﬂ].../.]..
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wert einer Funktion durch die Funktion der Mittel-
werte ersetzen. Da die hier verwendeten statistischen
Variablen nur auf den positiven Halbachsen definiert
sind, geht demnach das Gleichungssystem (43), (48)

in dieser Ndherung tiber in

.>4Wy._');,',,(7]‘{ i )J

VWil )], (50)
u=1,...,K; #=1,..., N
Mannigfaltigkeit der Funktionen
L .
S(o(n) o (x).

82 (v,) P (Xs)- - O (Xe)

beschrieben werden. S;(y.) reprasentiert dabei
alle jene Kristalldeterminanten, welche den Grund-
zustand 1y des F-Zentrum-Elektrons enthalten,
S,(y.) dagegen alle jene Kombinationen mit dem
angeregten Zustand v,. Da nur das F-Zentrum-
Elektron lokalisierte Wellenfunktionen aufweist, so
treten nur bei einer Anregung des F-Zentrums we-
sentlich verdnderte elektrostatische Verhaltnisse im
Gitter auf, dagegen nicht, wenn ausgebreitete Ver-
teilungen der iibrigen Valenzelektronen durch An-
regung in Leitungsbandzustinde iibergehen. Die
Form der Gitterschwingungen wird daher im wesent-
lichen von den Valenz-Leitungsband-Besetzungs-
zahlen unabhéngig sein und nur auf den Zustand
des Storstellenelektrons reagieren. Dies ergibt wegen
der Beschriankung auf zwei Storstellenzustinde die
beiden Sitze von Eigenschwingungen

¢;L(Xk) und @fi(Xk) fir x=1,...,N.

Fiir die weitere Rechnung lassen sich die Funktio-
nen (51) noch einfacher schreiben. Dazu ersetzen
wir S; und S, ndherungsweise durch!!

So(yu) =y, (x, Xi) s(yu) fiir g=1,2. (52)
Ferner kann man nachweisen, dal nur eine Eigen-
schwingung (und zwar eine Zentralschwingung)
wesentlich an der Franck—Conpox-Verschiebung be-
teiligt ist'?> und alle iibrigen Eigenschwingungen
vom Zustand des Storstellenelektrons nicht beeinfluflt

12 Dijeser Nachweis wird in Teil IT der Arbeit gefiihrt. Wir
nehmen das Ergebnis hier vorweg.
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werden. Nennen wir die Zentralschwingung
@} (X,) baw. D(X,)
und identifizieren sie mit der ersten Funktion im
Oszillatorenprodukt (51), so gilt fiir den Rest
@) (X,)= O (X,) #=2,...,N;

Uy

die Funktionen (51) konnen dann ersetzt werden

durch

v (2. X,) Dy (X‘_) S('pu) Py (Xk> " "pll'\(Xk)’
(2 X,) D (X,) s(v,) Py (X,) - - P (X,)-
Bei inneren Anregungen des F-Zentrums und den

zugehorigen Franck—Conpon-Prozessen éndert sich
nun der zweite Teil des Produktes (53)

*(v,) Py (X,)- - By(X,)

nicht 13, und die durch Anregung erzeugte Variation
in der Mannigfaltigkeit der Funktionen (51) kann
allein durch

1,01(1', Xk) ¢llu (Xk) fir ' =1,2,...,
vo(z. X,) ®p(X,) fir F=12,...,

(53)

(54)

beschrieben werden. Die optischen Anregungen des
F-Zentrums sind also von den iibrigen Elektronen-
anregungen und den Gitteranregungen der Schwin-
gungen mit den Kennzahlen %2=2,..., N separabel.
In der Folge werden wir daher die Mannigfaltigkeit
(54) als mathematischen Ausdruck des F-Zentrum-
Modells verwenden.

Absorption und Emission von Photonen durch
das F-Zentrum werden in der Gesamtwellenfunk-
tionsdarstellung durch zeitabhingige Besetzungs-
wahrscheinlichkeiten P, charakterisiert, deren Ver-
inderung durch die auf diesen Fall iibertragenen
Grundgln. (36) bestimmt wird.

(?'t P = Zz:" Wgir, ni*[Pni* — Pgin]. (55)

h,

Gleichgiiltig, ob man (55) oder die aus (55) abzu-
leitenden zu (50) analogen Gleichungen diskutieren
will, es miissen jedenfalls die Ubergangswahrsdlein-
lichkeiten W, 9 ;% explizit bekannt sein. lhre Be-
rechnung und die Angabe der Auswahlregeln miis-
sen vom Modell her geschehen und legen das Mo-
dell nun auch in seinen dynamischen Eigenschaften
vollstandig fest.

13 Eine nihere Erliuterung ist in einer friiheren Arbeit ?,

S. 978, zu finden.
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Wie schon bei der Modellbeschreibung durch
stationare Zustdnde, verwenden wir auch in der
Dynamik die einfachsten Maoglichkeiten. In der
Fraxck—Conpon-Naherung erhalten wir fiir ein Stor-
stellenelektron nach (8)

D)
Wair, it = wgn f19:0"

(56)

mit der dort angegebenen Bedeutung. w,,, hingt nur
von den Elektronenfunktionen ab, j3 ; nur von den
Kernfunktionen. Fiir die Elektronenfunktionen be-
sagen die Auswahlregeln w;; =wy,=0. Dann blei-
ben also nur noch Ubergangswahrscheinlichkeiten
der Art

9
Wi, 22 = wia f7'2

(57)

und umgekehrt. Wéahrend aber (57) noch nicht von
weiteren zusatzlichen Modelleigenschaften bestimmt
wird, als schon in (54) niedergelegt sind, werden
fir das Franck—Conpon-Integral neue Annahmen
notwendig. Diese legen wir durch drei Forderungen
fest: 1. Bei einem Absorptions- und nachfolgenden
Emissionsprozel eines Photons nimmt das Gitter
die maximal mogliche Energie auf (siehe hierzu
Abb. 1). 2. Es wird dabei im wesentlichen stets nur
eine Gitterschwingung je Ubergang angeregt. 3. Das
zugehorige Franck—Conpon-Integral hat fiir belie-
bige Ausgangszustinde, die mit dem in 2. geforder-
ten jeweils zugehorigen Endzustand kombinieren,
den gleichen Wert.

Die Forderungen 1. bis 3. sind sehr einschneidend
und man kann hiernach keine quantitativen Schliisse
mehr ziehen. Jedoch fithren wir 1. bis 3. ein, um
mit der so bedeutend vereinfachten Rechnung das
Verfahren besser klarlegen zu konnen.

Die Forderungen 1. bis 3. wahlen anschaulich den
Prozel} aus:

N fuwommnn [\ 2

-—a— ) Absorption

] 1

WL:
A

Abb. 1.

Emission
1

Betragt die Nullpunktsverschiebung der zugehori-
gen Normalkoordinate & (X;) in die neuen Ruhelagen
die Strecke a, so gelten, was man aus korrespondenz-
miBigen Uberlegungen sofort erkennt, die Auswahl-
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regeln, dal nur Funktionen maximaler Uberdeckung
der Wahrscheinlichkeiten miteinander kombinieren.
Zufolge 1. und 2. ergibt dies die energetische Bedin-
gung s. h. Abb. 1

hvl® = LMo (Era)2, (58)
wenn man die Energie des Oszillators in klassischer
Nédherung durch den Mittelwert der potentiellen
Energie ersetzt. Nun ist aber

hyl®— % Mo? & (59)
unter der Annahme, dafl die Eigenfrequenzen der
beiden Stérschwingungen nicht wesentlich voneinan-
der verschieden sind.
Kombination von (58) und (59) ergibt die Be-

ziehung

112) — [VZT+6]2
mit (60)
/

a=a ]//
Der Index 2 wird dabei tberall dort eingeklammert,
wo eine Verwechslung mit dem Quadratzeichen ver-
mieden werden soll. Fiir den Ubergang 2 —1 kann
man die analoge Formel

10— [VI# 432

1 M
-— 45
2 n

(61)
ableiten.

Nach 1. und 2. sind nur Matrixelemente des
Franck—Conpox-Integrals zwischen den Zustdnden
(58) und (59) ungleich Null, was sich in der &qui-
valenten Auswahlregel (60) und (61) ausdriickt.
Nach 3. ist ferner das Franck—Conpon-Integral eine
Konstante. Damit erhalten wir, bei Formulierung
der Auswahlregel mit 0-Symbolen,

Wir, 02 = w12 O 00,1 — (V1! + a)? -
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Waiz, 10t =wa1 € 00,2 — (V1 + a)*- 62)

Wendet man nunmehr unter jenen, das System cha-
rakterisierenden Nebenbedingungen (62) und (57)
die Operationen der §§ 7 und 6 auf die Reaktions-
gleichungen (55) an, so entsteht

d 2
dt 77% = w Oz — w2 07]} (63)

und ‘ 9
d(_lt A= umC(] i+ “)- w02 (64)

sowie jene Gleichungen, welche man durch Vertau-
schen der Indizes aus (63) und (64) erhalt.

In diesen Gleichungen driickt sich das dynamische
Verhalten unseres Systems aus. Jedoch bediirfen sie

H. STUMPF

einer weiteren Diskussion, und zwar in bezug auf
die Reversibilitit der Uberginge. Handelt es sich
um ein abgeschlossenes System, wie etwa bei strah-
lungslosen Ubergingen in einem Kristall, oder bei
strahlenden Ubergiingen, unter EinschluB des elek-
tromagnetischen Feldes, so treten in den Reaktions-
gleichungen nur symmetrische Ubergangswahrschein-
lichkeiten auf. Anders wird dies, wenn das System
nicht abgeschlossen ist. Hier schafft die duflere Sto-
rung asymmetrische Ubergangswahrscheinlichkeiten
und versetzt das System in erzwungene Schwingun-
gen, welche von der Storung diktiert werden. Dies
tritt hier auf. Die dullere Einstrahlung versetzt das
F-Zentrum-Elektron in. erzwungene Schwingungen.
Daher gibt wy,*C=f die Erzeugungsrate der an-
regenden Strahlung, dagegen w,,*C=s die spon-
tane und die induzierte Ubergangswahrscheinlich-
keit aus dem angeregten Zustand in den Grund-
zustand. Die fehlende Symmetrie der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten kann hier also Nichtgleich-
gewichtszustinde schaffen, und die Reversibilitat
der Ubergéinge, ausgedriickt durch die Symmetrie,
ist verlorengegangen.

Weiterhin kann das System (63) — (64) nicht
durch Strahlung beliebig erwdrmt werden, sondern
steht in irreversiblem Warmeaustausch mit der Um-
gebung, solange sich kein Temperaturgleichgewicht
eingestellt hat. Diese Temperaturquellen und -senken
sind in (63) und (64) iiberhaupt noch nicht bertick-
sichtigt, da das quantenmechanische Modell den
Einflul eines Temperaturbades nicht enthalt. Wir
ergdnzen (63) und (64) unmittelbar durch die
Glieder —1t (?.1— 1"11) und —7 (12 — /'l%), welche bei
7*> )7 ein Absinken auf den Temperaturgleichge-
wichtswert 27 bzw. 21 hervorrufen, und zwar in der
Zeit t=7"1. Mit diesen Ergdnzungen lautet das
System (63) — (64) jetzt

d 9 1
qpm=sm—fn.

d o 1 2 (65)
a7 n=fm—sn:
sowie
L —s(i®ra) =2 (2= 2
d .2 Af ')2 2 2 2 (66)
G E=HA +a) —s2—(2 - 1)

Im stationdren Zustand verschwinden die zeitlichen
Ableitungen, und wir erhalten aus (65) unter der
Nebenbedingung
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m+n=1

S

. f
s+f 7

s+f
Fir s=f wird 5] =#3=1/2, d. h. das Elektron halt
sich die Halfte der gesamten Zeit im angeregten Zu-
stand, und die andere Halfte im Grundzustand auf,
wie man es anschaulich erwarten mul. Zur Diskus-
sion der Gittergleichungen bemerken wir, da} im
allgemeinen s <t ist. Die Lebensdauern der opti-
schen Zustinde sind von der Groflenordnung 1077
bis 1078 sec, dagegen die Lebensdauern angeregter
Gitterzustinde 107!% bis 10 3 sec fiir die hoch-
frequenten Dipol-Ionenschwingungen. Da s bzw.
reziprok zu diesen Lebensdauern sind, gilt die an-
geschriebene Ungleichung. Unter dieser Voraus-

n = ” (67)

setzung erhdlt man ndherungsweise als Losung
von (66)
a2 2 2 2
M=ttaam, F=TE43, (68)

d. h., die von den Oszillatoren aufgenommene mitt-
lere Energie ist proportional der Temperatur und
der Anregung. /1 und 23 kann leicht berechnet wer-
den; wir verzichten hier auf eine explizite Angabe.
Ebenso verzichten wir auf die Berechnung der ab-
gefiihrten Energie an das Warmebad.

Dagegen untersuchten wir die Abhéngigkeit der
emittierten Strahlung von der Temperatur. Wegen
der bedeutend langeren Lebensdauer der optischen
Zustande gegeniiber der Zeit zur thermischen Gleich-
gewichtseinstellung geht das Elektron bei einer
Gitterquantenzahl 22 des angeregten Zustands in den
Grundzustand iiber. Da dort nach (61) ein

It — [1/17’25 +al?

entsteht und die Differenz (vg Emissionsfrequenz
des Photons, » Eigenfrequenz der Stérzentrenschwin-
gung)

hvg—E?—El4+hy(2—1Y) (69)

die Energie des abgestrahlten Photons bestimmt, so
muf} wegen (68) sein

hve=E—E'rhv[a+2a (17 ). o)

oder, da A prop. T ist, geht die Emission bei hohe-
ren Temperaturen ins langwelige Gebiet herein, und
zwar entsprechend (70) proportional der Wurzel
aus 7. Damit haben wir die Linienverschiebung ab-
geleitet.

165

In gleicher Weise kann man die Frage der Quan-
tenausbeute behandeln, die temperaturabhingigen
Photostrome und anderes, wenn man noch die Re-
aktionen mit Leitungsbandzustinden in die Rech-
nung einbezieht. Da es sich nur um ein Beispiel
handelt, greifen wir diese weiteren Fragen nicht
mehr auf, sondern zeigen abschliefend noch im
nichsten Paragraphen, welche Gestalt die Uber-
gangswahrscheinlichkeiten fiir strahlungslose Pro-
zesse annehmen.

§ 9. Die Trigheitsglieder als Mehrteilchen-

operatoren

In § 3 und § 8 hatten wir spezielle Beispiele von
Ubergangswahrscheinlichkeiten angegeben: die opti-
schen Ubergangswahrscheinlichkeiten fiir Elektronen
und die zugehoérigen Franck—Conpon-Integrale der
Kerne. Jedoch waren die Rechnungen in § 8 so an-
gelegt, daf} nur einfachste Moglichkeiten berticksich-
tigt wurden, zufolge derer z. B. die Elektronenglei-
chungen (65) und die Kerngleichungen (66) nur
tiber die Anregungsrate f miteinander verkoppelt
waren, aber nicht tber eine direkte Abhangigkeit
von den einzelnen Variablen selbst. Wahrend in
diesen Fillen erst eine genauere — vom speziellen
Modell bestimmte — Berticksichtigung der Franck—
Coxpon-Integralwerte und der Kernparameterabhén-
gigkeit der Elektronenwellenfunktionen eine allge-
meine Kopplung im Sinne der Gln. (50) ergeben
wiirde, 1a6t sich in den Matrixelementen der Trag-
heitsglieder (3) ohne besonderen Aufwand leicht
eine gegenseitige Kopplung der Reaktionsgleichun-
gen durch explizite Abhingigkeit der Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten von den Reaktionsvariablen
nachweisen.

Wir betrachten nur den elektronischen Anteil die-
ser Matrixelemente — der Kernanteil besteht aus
den bereits erwiahnten Franck—Conpox-Integralen
verschiedener Ordnung — und vermerken der Kiirze
wegen die Abhéngigkeit der Einelektronenfunktio-
nen von Elektronen- als auch Kernkoordinaten nicht
explizit. Nach den in § 4 eingefiihrten Voraussetzun-
gen verwenden wir fiir den elektronischen Anteil
S-Determinanten. Insbesondere handelt es sich bei
unserem Phosphormodell um solche Determinanten,
die den Anfangs- und Endzustand eines Elektrons
bei einem Sprung vom Leitungsband in eine Stér-
stelle bzw. von der Storstelle ins Valenzband be-
schreiben, wobei die restlichen Elektronen ihre Zu-
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stainde nicht verlassen. Die Determinanten unter-
scheiden sich dann in einer einzigen Elektronen-
funktion v (2, X;). der wir den Index a geben. Bei
genauerer Rechnung mufl die Gesamtelektronen-
funktion des Kristalls mit besetzter Storstelle eine
Linearkombination aus S-Determinanten sein. Die
erste Determinante dieser Reihe ist die hier ange-
gebene, die weiteren Determinanten beschreiben den
Einflu} der Elektronenhiillenpolarisation zufolge der
Couromsschen Wechselwirkung mit der veranderten
Storstellenladung und unterscheiden sich in min-
destens zwei Elektronenfunktionen von der Aus-
gangskonfiguration. Wir ziehen in dieser Arbeit die
Elektronenpolarisation nur phdnomenologisch durch
Dipolpotentiale in die Rechnung ein und beschrén-
ken uns deshalb auf die genannte erste Determinante
der Reihe.

Jede Determinante schreiben wir als eine Summe
von Permutationen der Elektronenkoordinaten iiber
die Elektronenfunktionen und greifen eine solche
Permutation heraus. Bis auf Konstante ist das erste
Glied des Ausdruckes (3) im elektronischen Anteil
eine Summe iiber einfache Differentiationen nach
den Kernkoordinaten, und die Integrale iiber den
Konfigurationsraum der Elektronen setzen sich aus
Ausdriicken der Art
(71)

N s
g} * * 0
D / W1~«WX'an(w|”.w”“.wquT

k=1"

zusammen. Sofern die Permutation der Elektronen-
koordinaten links von jener rechts verschieden ist,
verschwindet der Ausdruck wegen der vorausgesetz-
ten Orthogonalitdt der Einelektronenfunktionen.
Daher bleibt nur die gleiche Permutation. Von ihr

N 2
@ NN [ g/.a ok v/‘a ;\‘/‘9
H™ = 2 <u,.,,n./v Vi ax, Yoda — w, n.‘,. Yo ox, p.da) - 2, Yo ox yadx

F—ly—a

aufstellen. Wie man sieht, hdngen sie in diesem
Fall von dem Zustand der iibrigen Kristallelektronen
ab und lassen sich nicht auf Einteilchenwahrschein-
lichkeiten reduzieren.

Betrachtet man noch einmal die Wechselwirkungs-
glieder mit dem elektromagnetischen Feld, so ist bei
Verwendung von S-Determinanten offenkundig der
Fall von Einteilchenwahrscheinlichkeiten gegeben.
da diese Glieder additiv in den Elektronenkoordi-
naten sind. Dies ist nach den Erorterungen in die-
sem Paragraphen die Voraussetzung fiir Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten, welche vom Zustand der tibri-
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verschwinden auch alle jene Glieder, bei denen sich
die Differentiation nicht auf . bezieht. Beachtet
man, daf} insgesamt (N')! Permutationen mit je-
weils einer gleichen Permutation im Integral kom-
binieren konnen, so entsteht
HO =X [y 2 g
und diese Ubergangswahrscheinlichkeit ist von dem
Zustand der iibrigen Kristallelektronen unabhéngig.
Anders steht es mit dem zweiten Teil des Aus-
druckes (3). Bei der zweifachen Differentiation nach
einer Kernkoordinate im elektronischen Anteil bleibt,
unter Beriicksichtigung derselben Argumente wie bei
den ersten Gliedern und der moglichen Permutatio-
nen,

N 3 P

\ : o -'

k;l/‘zpl...w‘\ Vi ox, ¥ aX, Yar--¥a dr,
(73)

fur samtliche Differentiationen an Funktionen mit
einem Index y+a. Dabei wird die Differentiation
an 1. festgehalten. Ferner entstehen hier auch noch
die Austauschglieder, die durch Permutation der
Koordinaten an den jeweils zwei differenzierten
Funktionen hervorgehen. Setzt man

+ 0 k
/V"/ 39Xy °7 dx = w;, (74)

und
R _

so lassen sich die Ubergangsmatrixelemente in der
Form

2

(76)

gen Kristallelektronen unabhingig sind. Nur in die-
sem Fall ist es moglich, ohne Einschrinkungen dann
die bimolekularen Reaktionsgleichungen der phéano-
menologischen Theorie abzuleiten, wobei allerdings
noch die Kerngleichungen ergénzend hinzugefiigt
werden miissen, weil auch die Einteilchentibergangs-
wahrscheinlichkeiten der Elektronen noch von den
Kernquantenzahlen abhingig sind. Man erkennt so
den Zusammenhang der phianomenologischen Theo-
rie mit den streng quantenmechanischen Reaktions-
gleichungen und zugleich auch die Grenzen der
»bimolekularen® phanomenologischen Theorie. Sie
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sind iberall dort gesetzt, wo entweder Elektronen-
mehrteilchenglieder auftreten oder die Kopplung an
die Kernschwingungen solche Verhiltnisse schafft,
dall man in keinem Zeitintervall die Ubergangs-
wahrscheinlichkeiten der Elektronengleichungen als
niherungsweise konstant und von den Gitterpara-
metern unabhingig betrachten kann. Im weiteren
wird sich zeigen, dal} eine konsequente Phosphor-
theorie nicht allein durch die phdnomenologischen
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Reaktionsgleichungen beschreibbar ist, sondern daf
hierzu die allgemeinen Reaktionsgleichungen (50)
notwendig sind.

Herrn Prof. Dr. Fues danke ich herzlich fiir an-
dauernde kritische Beurteilung der Arbeit und einen
Zusatz in § 4. Ebenso danke ich Herrn Prof. Dr. Scuon
vielmals fiir seine ausfiihrliche Besprechung der experi-
mentellen Fragen eines solchen Phosphormodells. Dies

wird seinen Niederschlag in den Teilen II, IIT und IV
finden.

Die Diffusion von Spaltungs-Xenon aus Uranmetall
Von K. E. Zivex * und L. DanL

Aus dem Institut fiir Kernchemie **, Chalmers Technische Hochschule, Géteborg, Schweden
(Z. Naturforschg. 12 a, 167—169 [1957] ; eingegangen am 1. Februar 1957)

Die Diffusion von Xenon-133 aus neutronenbestrahltem, reaktor-reinem Uranmetall wurde im
Temperaturbereich von 570—1000° C untersucht. Der DiffusionsprozeB 1iBt sich mit einer Aktivie-
rungsenergie von 2,6 eV/Atom (60 kcal/Mol) durch D=24-exp(—2,6/R T) cm?/s beschreiben.

Edelgase sind unléslich in metallischem Uran,
konnen aber durch Neutronenbestrahlung im Metall
erzeugt werden. Nach der Bestrahlung sind die ein-
zelnen Xe-Atome homogen im Gitter verteilt und
diffundieren schlieBllich heraus. Die Vorteile und der
Anwendungsbereich dieser ,,Aktivierungsmethode*
fiir Diffusionsmessungen wurden schon in einer frii-
heren Arbeit diskutiert!, ebenso die Kinetik dieses
Diffusionsproblems 2. Eine Untersuchung der Dif-
fusion von Spaltungs-Xenon aus Uran wurde wegen
der Bedeutung der Xenon-Vergiftung beim Reaktor-
betrieb unternommen 3.

Die Auswertung der ersten Versuchsresultate? er-
folgte falschlicherweise nach einer Gleichung, die nur
fiir groe Zeiten gilt, wihrend im Experiment ge-
rade der entgegengesetzte Fall realisiert ist, dafl
wihrend der MeBzeit nur ein kleiner Bruchteil des
Edelgases herausdiffundiert. Fir diesen Fall gilt
nach Anm. 2 die Beziehung:

AS/AS=2e VD in T (1)

A& Xe-Aktivitit in der Gasphase zur Zeit ¢, A,°
Xe-Aktivitit im Festkorper zur Zeit ¢ =0, 2 Umwand-
lungskonstante, D Diffusionskoeffizient, F Ober-
fliche und ¥ Volumen der festen Phase. Gl. (1) gilt

* Jetzige Adresse: Institut fiir Kernforschung Berlin,
Berlin-Wannsee.
##* Betrieben von der Schwedischen Atomkommission.
1 K. E.Zmven, Trans. Chalmers Univ. Technology, No. 175,
1956.
2 W. Intaorr u. K. E. Zivex, Trans. Chalmers Univ. Techno-
logy, No. 176, 1956.

solange D t/I> <1, wo [ die kleinste lineare Aus-
dehnung bzw. der kleinste Kriimmungsradius des
Festkorpers ist, unabhingig von der speziellen Form
des Korpers. — Weiterhin ist zu beriicksichtigen,
daBl wiahrend der Bestrahlung in den randnahen
Zonen infolge des RiickstoBeffektes eine Verarmung
an Edelgas auftritt. Mit einer Riickstofreichweite
fiir Xe-133 in U von 4,5 u errechnet sich (s. Anm. %)
der Xe-Verlust zu 0,135%. Diese Verarmung ist bei
den aktuellen Versuchen neben dem durch Diffusion
entweichenden Bruchteil nicht zu vernachlassigen.
Bei der Auswertung der Mefresultate muf die Rand-
verarmung daher mit Hilfe der friiher ? entwickelten
Theorie beriicksichtigt werden. Die erneute Auswer-
tung der bereits mitgeteilten Diffusionsmessungen
ergab nun:

D=2-10"1%cm?/s bei 400° C
D=1,9-10"1 cm?/s bei 570° C.

Im folgenden werden die Resultate fiir weitere
Versuche bei hoheren Temperaturen mitgeteilt.

und

Experimentelles

Drei Uranproben verschiedenen Ursprungs wurden
benutzt 5. Uran A: in Frankreich hergestellt, nicht va-

3 K.E.Zmex u. P.Scamering, Z. Elektrochem. 58, 599 [1954].

4 S, Fricee u. K. E. Zmven, Z. phys. Chem. 42, 179 [1939].

5 Fiir die Uberlassung der analytischen Daten und der Mikro-
photographie (Abb.1) danken wir Dr. R. KiessLixe, AB
Atomenergi, Stockholm.





